


























































(釣り合い方程式) Ltõ+ f = 0 in ä (1)
(応力Äひずみ関係) õ=D" in ä (2)









T = ñT on Äõ (4)



































































































u(e) = uP + (xÄ xP )uPx + (y Ä yP )uPy  
             +1
2
(xÄ xP )2uPxx +
1
2
(y Ä yP )2uPyy 







(è) , (è)y = @
@y













 一方，x方向変位を u，y方向変位を vとするとき，ひ
ずみ－変位関係は以下のように与えられる． 
 
ux = "x ; uxx = ("x)x ; uxy = ("x)y 
vy = "y ; vyy = ("y)y ; vyx = ("y)x 
(vx Ä uy) = í ; 1
2
(uy + vx) = çvy
1
2
(uy + vx)x = (çvy)x ;
1
2














(Y (e))2("Py )x 
 +X(e)Y (e)("Px )y +
1
2
(Y (e))2(çPxy)y       (12) 
 













(Y (e))2("Py )y       (13) 
ただし， 
 
X(e) = xÄ xP
Y (e) = y Ä yP
)
                   (14) 
 
であり，uP ; vP ; íPは点xPにおける x および y 方向の
剛体変位と剛体回転角，("Px )x ; ("
P
y )x ; (ç
P
xy)xはひずみの
x方向の勾配，("Px )y ; ("
P








u(e) =N (e)d d
(e) +N (e)" "
(e) +N (e)g "
(e)
x           (15) 
 
       d(e) = buP ; vP ; íP ct , "(e) = b"Px ; "Py ; çPxyct  
       "(e)x = b("Px )x; ("Py )x; (çPxy)x; ("Px )y; ("Py )y; (çPxy)yct 
       N (e)d =
î




       N (e)" =
î
X(e) 0 Y (e)=2
0 Y (e) X(e)=2
ï
 
       N (e)g =
î
(X(e))2=2 Ä(Y (e))2=2 0
0 X(e)Y (e) (X(e))2=2
åååå 
X(e)Y (e) 0 (Y (e))2=2












(e) +N (e)" "










õ(e) =D(e)"(e)                          (17) 
ここで， 
 














375             (18) 
式(17)は， 
 










264 1 Äó 0Äó 1 0
0 0 2(1 +ó)










(e) +N (e)õ õ
(e)               (21) 
 




= N (e)" C







u(e) =N (e)d d
(e) +N (e)õ õ
(e) +N (e)õxõ
(e)











= N (e)g C




 式(9)で導入した Lagrange の未定乗数は，物理的には表
面力を意味している．いま，境界Ä<ab>上の表面力ï<ab>
と相対変位の関係を式(25)のように表す． 
















éu =Ndéd+Nõéõ      （１次変位場） (27) 
 











   
N (e) = bN (e)d ;N (e)õ c
U (e) = bd(e);õ(e)ct ; éU (e) = béd(e); éõ(e)ct 
 
（２次変位場の場合） 
N (e) = bN (e)d ;N (e)õ ;N (e)õx c


























U(e) = A(e)U                          (32) 

















D(e)B(e)däA(e)    (35) 
 







éutT dÄ= éU tP (e)
















  (37) 
 













































































(b)c   
          U<ab> = bU (a); U (b)c
t
   
したがって， 
 











U<ab> =M<ab>U                     (45) 















































































分割した．図は半径方向分割 10，円周方向分割 18 の分割
例である． 
 



































































  . 2311 0E+0 2
  . 2228 7E+0 2
  . 2146 5E+0 2
  . 2064 3E+0 2
  . 1982 1E+0 2
  . 1899 9E+0 2
  . 1817 7E+0 2
  . 1735 5E+0 2
  . 1653 3E+0 2
  . 1571 0E+0 2
  . 1488 8E+0 2
  . 1406 6E+0 2
  . 1324 4E+0 2
  . 1242 2E+0 2
  . 1160 0E+0 2
  . 1077 8E+0 2
  . 9955 6E+0 1
  . 9133 5E+0 1
  . 8311 4E+0 1
  . 7489 3E+0 1
  . 6667 1E+0 1 
 




















領域分割 HPM FEM 
三角形分割 0.0458 ( 0.0444 ) 0.0444 

























領域分割 HPM FEM 
下縁 1.058 ( 1.058 ) 1.098 三角形分
割 上縁 0.907 ( 0.907 ) 0.929 
下縁 1.061 ( 1.058 ) 1.058 四角形分


































図１０ vonMises の応力コンター（四角形領域） 
 




































E = 206 GPa
ν = 0.3















表３ 変位の比較 (mm) 

























[9]によれば，FEM で 2.32，BEM で 2.31 となっており，
本手法の方が解析解に近い値となっている．  





解析法 分割方法 応力集中係数 
三角形 2.07 ( 2.32 ) HPM 
四角形 2.24 ( 2.17 ) 





  .40 000E +01
  .38 000E +01
  .36 000E +01
  .34 000E +01
  .32 000E +01
  .30 000E +01
  .28 000E +01
  .26 000E +01
  .24 000E +01
  .22 000E +01
  .20 000E +01
  .18 000E +01
  .16 000E +01
  .14 000E +01
  .12 000E +01
  .10 000E +01
  .80 000E +00
  .60 000E +00
  .40 000E +00
  .20 000E +00
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In the existing HPM (Hybrid-type Penalty Method), independent rigid-body displacement, rigid-body 
rotation, and the strain are set as the unknown parameter of the displacement field for every sub-domain.  In 
the case of the high order displacement field, the gradient of the strain is also taken into consideration. In this 
paper, it proposes the new displacement field which sets the stress as the unknown parameter instead of the 
strain as a displacement field of HPM.  At the secondary displacement field, it also adds the gradient of the 
stress to the unknown parameter.  The simple numerical examples show that the accuracy of the solution 




Hybrid-type Penalty Method, Displacement field, stress unknown parameter, mixed method 
 
 
